
 

PIR e IPI sono spazitopologici conlatopologiaquoziente
indotta da quella euclidea su 112 ve e C Ve

Vediamo alcune proprieta di queste topologie quiuso 112magia
sia it IR he IRI la mappa quoziente
Ricordiamoche aperti di PIR pimmagini di apertisaturi di 112 gagrispettoa

SiaTUE IN le aperto Allora it Html è un apertoper te
Quindi it è un'identificazione aperta
la cartaaffine No E IPI con questatopologia è
a infatti no it c IR la o

apertosaturo risp.at
Lamappa del cambiamento di coordinate da

provenire ad affini 4 Rho 112 è un omeomorfismo
Lnfatti abbiamo che µ è indotta da

ri E IN f ri R
I 1 ex a tifo E
rt perpassaggio al quoziente

Per la proprietà universale della topologia quoziente
continua a q continua Smaltire µ ha

inversa continua fee solita to
asottoporsi parachini sono chiusi stessa di uno straziare
Le curve piane sono chiuse e se parto da una curva offu
lo in No la sua chiusura proveniva ha come supporto

E 117 la chiusura del supporto di lo in IPI



n n
Pire pic sono spazi di Hausdorff siamo p la punti
distinti in PIR Se perqualche i appartengono a una

stessa carta affine p.q.EU in 112 IN e te

e posso separarli con due aperti
Altrimenti posso sempre prendere un iper piano H
tale che p qfH e quindi più ti è aureomorfo
ad IR e faccio lo stesso ragionamento
Stesso ragionamento per IPI

Poiche IRTI le è sempre connesso è connesso per
archi abbia uno che IRI e IPI sono spazi
connessi

Esercizio i verificate che le proiettivitra di

IPI o Pan sono degliameomorfismiconiamentenon tutti gli omeomorfismi sono
prove invita Fate un esempio



Osservazione importante considero il diagramma

S 112 Nel
tt

i

pii
p S IPIa p Toi dove i S 112 lei

è l'inclusione

Valachi p è una identificazione chiusa

Lnfatti i poi continua perche composizione di continue

p è chiusa perche è appl continua da un

compatto a un T2

Quindi posso vedere

III come quoziente di S

PCI PCI se e solo se 1 1 oppure 1
Su su sto identificando i punti anti pedali
Per glispazicomplessi usandoche le IRE abbiamo
Sant'e IIm e e abbiamo sentito 1pctii

gattile
Siccome abbiamo p Sm III e p Sant IPI
applicazioni continue poiché le sfere sono compatte

gli spaziproiettivi reali ecomplessi lo sono



Per la stessaragione ftp e IP sono connessi per archi

poiché quozienti di connessi per archi

Quindi in particolare sono connessi

tie dimostrate che sono localmenteconnessi per archi
overo ogni punto possiede un sistema fondamentale di
interni connessi per archi

Riassumendo
Gli spazi proiettivi reali e complessi sono

spazi topologici connessi compatti e di Hausdorff



Alcuni modelli per spazi proiettivi di dimensione bassa

1 lpfar.se

a IPI se

3 IP come figurapiana con bandi identificati

1 sappiamo da quantovisto prima che Hip Il dove

era se a e 1
Orabasta vedere che Sa
Prendo l'applicazione f si sa

cortisone cortisone
se lo vedo nei complessi è fi si_si fa 22 omero

ni ni
a fait lire

f è aperta stessa dimostrazione della mappa esponenziale

e continua fà una identificazione e ha le stesse fibre
di it si allora per la proprietà universale

deglispariquoziente gli spaziquozienti coincidano a meno di
aureomorfismo 5 SI



un aureomorfismo esplicito tra IP R ed se lo

possiamoottenere così

lei lo4 2 51
Dato ipfpa X.is
speri Xo in 1122 interseca s in 2punti antipodal
che sono

È e

FÈ.EE
Ora voglioapplicare la applicazione f sopra descritta
per identificarli

x e cost sent
ci

voglio prendere cos rt senza e 51
Per le formule di duplicazione degli archi
cos rt cos't serie mentre senrtz.catsent
allora

2 6 1
e I rete i



a IPI 52 Se vedo NÉ come quoziente di una

sfera nel modo indicato prima ho E C 1124

e il quoziente non è l'identificazione dei punti
anti pedali anni i quali sono le fibre
Passo può costruire direttamente un aureomorfismo
con S2 in questo modo
Osserviamo intanto che Ipf QUI a

dove CI No e o il punto all'infinito 0,1
Quindi abbiamo IN cnn.hr un punto all'infinito
Anche 8 lo possiamo far corrispondere a IRI vien punto
lo facciamoquando prendiamo la proiezione stereografica
Allora proviamo a considerare la proiezione stereografica
Sella o.O I 1122 ire IPI

i p mi come No 4,4 tira 1
PcfVediamo se possiamo estendere questa applicazione

su coordinate

p inizi È III e là
Qui è dove avviene la magia
io p x e i n 1 e

1 2 i

tiny 17
T

siamo
nel proiettivo

ora se prendo zia 1 x ieri o ottengo To 1



Quindi posso definire

f se _IPI
x vi e in 1 z

ed è continua a ben definita
Siccome è un applicazione da S compatto a

Nfc che è T2 è chiusa

Vediamo che fibre hai Dato a p E Ipf
se prendo

fa Fp è lo stesso punto ma ha la

seconda coordinata proiettiva reale

f Ta p e f fa pp fa vi a E 8 tali che

Re fa y Info i zie ftp 2 d fa

f fa p e Rafa tutta Tp alleataè bianca

Dunque

g far Retta tutta e Fp
è inversa Ii f

i



ttf come figura piana disco con i bordi identificati
Abbiamo visto che

IPIR 112313e I

e l'identificazione su s'identifica i punti antipodali
Prendiamo la calotta nord se n 3270 e D

ne La proiezione p GM E IX3

ristretta a D da

un omeomorfismo sul
1 Pipidisco D DEIR
1

ebiiath.ua ed è chiuso

z perche va da un

compatto a un T2

l'identificazione agisce su D identificando
i punti del bordo secondo questa regola

n gi ssa x y mi

oppure

X.rs C mi

figura piana coi bordi identificati
come sopra



Attenzione iper 52 ma per dimostrarlo serve

qualche strumento più potente di topologia algebrica
come ad esempio il gruppo fondamentale

DI IP contiene un nastro di mio bins

Basta infatti considerare
questo sottospazio
E immediato verificare

c
dimorano



J sottospaziproiettividi IAIR e Aic sono chiusi

infatti sono 1h7 o laici stessi oppure
rappresentati da una equazione cartesiana e IAIRe µ
sono spazi T2 Ogni retta di NIK Kee OIR
è aureomorfa a K basta osservare che una affinità
induce un aureomorfismo sui sottoinsiemi di latte
stessa cosa per i sottospazi di IP
Sia rende una retta

M ato b X Che 0

allora se prendo è ato box circo in te'Ve
è un chiuse natura rispetto alla proiezione KI E life
Me E è un chiuso in PE
TCI

smaltire ogni retro è aureomorfa a PIE l stessadimostrazione
Allo stesso modo si vede che i sottospazi di lana e

di pie sono chiusi e se SE 1A TE MI
sottospazio di dimensione è ameomorfo a

Abe PE

Questo ci dice che tubi e sottospazi sono connessi

Inoltre i sotto spari affini ne sono compatti



mentre i sottopassi proiettivi lo sono

Ef su IP la chiusura proiettiva di un

sottospazio SE No NIK è la chiusura

topologica con la topologia di sotto spazio
La stessa affermazione è fate per IP con

m 2 o

Le coniche
Mettiamoci in Htc
Ogni cronica è affinamento equivalente a
una ed una sala comica della lista

E x.it xp 1 XI o carica generale non degeneri
2 M'txt 0 carica semplicementedegenere
E ed io comico doppiamente degenere
Ora vediamo che dal punto di vista topologica
e E IPI mentre lato
Quindi le classi di aureomorfismo delle comiche

proiettiva complesse sono due

Ipf e l'unione di due rette

Vediamo che le IPad
E i cortei xi o

Per la classificazione proiettiva sappiamo che



E è proiettivamente equivalente a questa
altra carica non degenere
lui È X2

verificate che è non degenere
Ora Carrie è ponendo y t

get
e semplicemente abbiamo un aureomorfismo
con AL conte proiezione sul secondo
favore

cafa.in ITnaien.aa
e

dal punto
P Io 0,1 e la

qilatto.o.si IPI
taxi lo Xe

e osservo che su la Ho toto

4 Teo 4 Xe eo X 7 è co e

faxa 6 e Xe lo

Quindi possiamo definire
la ipaq

in questo modo

tra.mx
se E X telefonosi

Xe lo se Faxatelffano



e queste finzioni si incollano bene sugli aperti
ladri e latteo si

e la N rhe la 15 torno
Quindi
è continua biiem.ua da la a IPL

ora lu è chiuso in un compatto dunque
compatto IPaq è T2

Rimedi è chiusa

2 tutto è un omeomor fismo

Ora dpi f unione di due rette in 1pct

per lo stesso motivo per cui questo non

vale in 1122
P

se tolgo un punto a IPaq
IPaq i 3 P è ancora connesso è omeomorfoalta
mentre se tolgo il punto di intersezione
tra le due rette ottengo due componenti
connesse_


